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RESUMO

Este trabalho prop»e uma metodologia para preciycar a op-«o de IDI da BM&F utilizando um modelo que
considera que o retorno do pre-o a termo do IDI segue uma distribui-«o Hiperb-lica Generalizada (HG), e
assim ® derivada uma f-rmula de apre-amento similar " de Black (1976). Tamb®m @ feita uma estima-«o
dos parO@metros deste modelo e chega-se = conclus«o de que a HG se adequa melhor aos dados brasileiros
do que " Normal. Finalmente, foram calculados os pr°mios te - ricos das op-»es para 0 modelo de Black com
distribui-«o Normal Inversa Gaussiana (N.1.G.), e com distribui-«o Normal.
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ABSTRACT

This paper proposes an option price model for the Brazilian IDI option of BM&F. The model considers
that the forward priceds return of the IDI follows a Generalized Hyperbolic (GH) distribution, and then is
obtained an option pricing formula similar to Black (1976) formula. It is also done a parameter estimation
of the model, and the conclusion is that the GH distribution has a better yt than the Normal distribution.
Finally, the premium of the options were calculated with the Black model using a Normal Inverse Gaussian
(NIG) distribution and a Normal distribution.
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1 Introdu-«o

O apre-amento de op-»es sobre ativos-objetos que dependem da taxa de juros possui
uma vasta literatura, especialmente op-»es sobre t2tulos de renda yxa (veja Hull, 2000). O
pre-o dessas op-»es repete a expectativa do comportamento futuro da parte da estrutura a
termo da taxa de juros entre o0 vencimento da op-«o0 e 0 vencimento do t3tulo.

Entretanto, as op-»es de 1.D.l. (Endice de Dep-sitos Interynanceiros) da BM&F pos-
suem uma peculiaridade: elas repetem o comportamento da taxa de juros do dia da nego-
cia-«o at® o vencimento da op-«o0. Isso faz com que os modelos para de op-»es sobre t?tu-
los precisem ser adaptados para a realidade brasileira, como yzeram Vieira Neto e Pereira
(2000), adaptando 0 modelo de Vasicek (1977) e Jamshidian (1989), Silva (1997), que
usa 0 modelo de Black, Derman e Toy (1990), e Fajardo e Ornelas (2003) que utilizam o
modelo C.1.R. (Cox, Ingersoll e Ross, 1985).

Entretanto, 0 modelo mais utilizado no mercado brasileiro ® uma adapta-«o do modelo
de Black (1976) para as op-»es de IDI. O modelo de Black foi desenvolvido originalmen-
te para op-»es sobre contratos futuros ou pre-os a termo, mas tamb®m pode ser utilizado
para op-»es sobre t?tulos, considerando o ativo-objeto como sendo o pre-o a termo do
t?tulo. Uma adapta-«o similar ® feita para o caso do IDI: utiliza-se o pre-o a termo do IDI
como sendo o pre-o futuro na equa-«o de apre-amento de op-»es de Black. Este enfoque,
apesar de ser de f8cil implementa-«o, tem inconsist®ncias te-ricas, dentre as quais a de
admitir taxas de juros nominais negativas.

O modelo de Black utiliza uma distribui-«o Normal para descrever o retorno do ati-
vo-objeto, no caso 0 pre-0 a termo. A proposta deste trabalho ® substituir a distribui-«o
Normal por uma distribui-«o Hiperb-lica Generalizada (HG). Este tipo de troca ® acon-
selhada em Raible (2000), em um estudo sobre retornos de t?tulos do governo alem«o.
O objetivo ® desenvolver uma f-rmula fechada para apre-amento de op-»es sobre IDI,
supondo que o retorno do pre-o a termo do IDI segue uma distribui-«o HG. Desta forma,
estarzamos propondo um modelo bastante parecido com o que ® utilizado pelo mercado
atualmente, mudando apenas a distribui-«o de probabilidade utilizada, tentando se ade-
quar melhor aos dados brasileiros. Entretanto, este modelo tem novamente a inconsist°n-
cia te-rica de admitir taxas de juros nominais negativas.

Este trabalho ter§ a seguinte estrutura: na se-«o 2 ser§ feita uma revis«o bibliogr8yca
com o referencial te-rico de apre-amento de op-»es e das distribui-»es HG; na se-«o 3
ser§ descrito o modelo proposto e na se-«o0 4 a f-rmula para a op-«o ser§ derivada; a se-
-«0 5 ter§ uma implementa-«o pr&tica do modelo; e na se-«o0 6 temos as conclus»es.
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2 Referencial te-rico

2.1 Avalia-«0 neutra ao risco

A metodologia de avalia-«0 neutra ao risco ® amplamente utilizada para avaliar o
pr’emio de uma op-«o, € 0 modelo de Black e Scholes(B&S) (1973), que utiliza deste
tipo de avalia-«0 ®, sem d¥vida, o0 mais utilizado para preciycar op-»es sobre a-»es. Esta
metodologia considera como dados o0s pre-0 de um conjunto de ativos prim8rios, assim
como sua evolu-«o estoc8stica, para ent«o preciycar um conjunto de ativos secund§rios.
O apre-amento dos ativos secund§rios se faz pela constru-«o de uma carteira composta
por ativos prim8rios, dinamicamente rebalanceada no tempo, de tal modo que o puxo de
caixa e o valor dessa carteira replicam o puxo de caixa e o valor do ativo secunds8rio. As-
sim, temos um mundo neutro ao risco, dentro do qual preciycaremos as op-»es.

Para avaliar o pre-o de uma op-«o0 de compra de um t?tulo pr®-yxado e outros tipos
de op-»es sobre taxas de juros utiliza-se tamb®m a preciyca-«o livre de arbitragem. Nor-
malmente os modelos para apre-amento de derivativos sobre taxas de juros se baseiam
num processo estoc8stico para a taxa de juros de curto prazo ( r ) num mundo neutro ao
risco. Um grande n¥%imero de modelos considera apenas uma vari§vel ou fator estoc§stico
e, por isso, s«o chamados de modelos de um fator. O fator no caso seria a taxa de juros
de curto prazo. Existem tamb®m os modelos de 2, 3, n fatores, onde se procura explicar o
comportamento da taxa de juros em fun-«o n«o s- do n2vel atual da taxa de juros de curto
prazo, mas tamb@®m das caractersticas da estrutura a termo da taxa de juros (inclina-«o,
curvatura etc). Os modelos de um fator usualmente possuem a seguinte forma para o pro-
cesso parar:

dr, = m( )Jd(t)+ s )dw, 2.1)

onde: r, ®ataxa de juros de curto prazo; m(r) ® chamado de tend°ncia (drift); s(r) @ cha-
mado de difus«o; t® o tempo e W, ® o processo de Wiener.

A fun-«o m(r) pode representar um fato estilizado do comportamento das taxas de
juros de curto prazo, que ® a chamada revers«o ~ m@dia de longo prazo. Isto signiyca que
se a taxa de curto prazo est§ acima da m@dia de longo prazo, a sua tend°ncia ® de queda.
Se estiver abaixo da m@dia de longo prazo, a tend°ncia @ de alta. O primeiro artigo a pro-
por comportamento de revers«o ~~ m@dia foi Vasicek (1977), que considerou gque a taxa de
juros spot segue um processo do tipo:
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dr, = B o —r,)dt +0dW, 2.2)

onde U, b e { s«o constantes positivas.

Portanto, o primeiro termo do lado direito da equa-«o mostra que r deve orbitar em
torno de U, que deve ser considerado como a taxa de juros de longo prazo. b ser§ a ve-
locidade com que essa revers«o deve ocorrer. Ent«o, se r - U > 0, o primeiro termo vai
for-ar a taxa de juros de curto prazo r a cair, e vice-versa. Quanto maior for b, maior ser§
a velocidade da queda ou da alta. Se r = U, o primeiro termo desaparece, estando apenas
o0 segundo termo, que ® estoc8stico e normalmente distribu2do. (i @ a volatilidade instan-
tOnea da taxa de juros.

Vasicek obteve ent«o uma express«o anal?tica para o pre-o0 de um t2tulo pr®-yxado
baseado no processo acima. Mais tarde, Jamshidian (1989) desenvolveu uma f-rmula de
apre-amento de op-»es europ®ias sobre t?tulos pr@-yxados usando o modelo de Vasicek.
Um dos problemas do modelo de Vasicek ® que as taxas de juros nominais podem se
tornar negativas. Outro problema ® que a volatilidade da taxa de juros ® constante, o que
n«o acontece nos dados reais. Vieira Neto e Pereira (2000) desenvolveram uma f-rmula
fechada para a avalia-«0 de op-»es sobre IDI supondo que a taxa de juros de curto prazo
segue esse processo de revers«o ~ m@dia de Vasicek.

Para tentar resolver o problema das taxas de juros nominais negativas, Cox, Ingersoll e
Ross (1985) criaram um modelo conhecido como CIR, onde o termo estoc8stico aparece
multiplicado por V7 . Dessa forma, quando a taxa de juros cresce, sua varioncia tamb®m
sobe, e vice-versa. O processo, que tamb®m apresenta revers«o = m@dia, ® o seguinte:

dr, = B (o —r)dt + \[rodw, (2.3)

Uma restri-«o se aplica aos par@metros, para que as taxas de juros sejam n«o-negati-
. v Y
vas. £ necess§rio, ent«o, que: 2Ub O U'.

Cox, Ingersoll e Ross tamb®m desenvolveram uma f-rmula para preciycar t2tulos pr@-
yxados e op-»es sobre t?tulos pr®-yxados. Ornelas e Fajardo (2002) utilizam o modelo
C.1.R. para desenvolver um f-rmula fechada para a op-«o de IDI da BM&F.

Um outro modelo, mais geral do que os anteriores, foi desenvolvido por Chan, Ka-
rolyi, Longstaff e Sanders (1992), e ® conhecido como modelo CKLS. Ele tamb®m possui
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revers«o =~ m@dia, e permite que a volatilidade da taxa de juros dependa de uma pot°ncia
o da pr-pria taxa de juros. A equa-«0 seria a seguinte:

dr, =B (o ~r)dt +r/odW, (24)

Note que os modelos de Vasicek e CIR s«o casos particulares do CKLS. Outros tr°s
modelos tamb®m podem ser considerados casos particulares do CKLS: Dothan, Brennan-
Schwartz e Constantinides-Ingersoll. Os modelos de Dothan (1978) e Constantinides-In-
gersoll (1984) n«o possuem revers«o " m@dia, mas t°m a volatilidade aumentando junto
com o n2vel da taxa de juros. J§ o de Brennan-Schwartz (1980) possui revers«o ™~ m@dia,
e se distingue do CIR apenas pelo 2 = 1ao inv®s do 0,5 do CIR. A vantagem do CIR est§
na possibilidade de encontrar uma f-rmula fechada para a op-«o. Entretanto, no trabalho
de Chan et alii (1992) os modelos com 2 = 1se mostraram superiores aos com 2 = 1, por
meio de an8lises com dados reais de notas do Tesouro Americano de um m°®s, no per2odo
de 1964 a 1989.

Os modelos mostrados anteriormente apresentam um problema: a estrutura a termo
das taxas de juros por eles gerada n«o se ajusta automaticamente ~ estrutura a termo
vigente no mercado real. Para resolver esse problema surgiram os chamados modelos
de n«o-arbitragem. Neles, as fun-»es m e s passam a depender tamb®m do tempo, al®m
de depender da taxa de juros de curto prazo r. A fun-»es m e s s«o escolhidas de modo
a ajustar os pardmetros do modelo ~ atual estrutura a termo. O modelo mais geral desta
categoria ® o HIM (Heath, Jarrow e Morton, 1992). Outros modelos bastante conhecidos
s«0 casos particulares do HIM: o de Ho-Lee (1986), Hull-White (1990) e BDT (Black,
Derman e Toy, 1990).

O modelo de Ho-Lee foi o pioneiro, mas n«o possui revers«o ~~ m®@dia, apesar de permi-
tir uma f-rmula fechada para o pre-o da op-«o. J§ 0 modelo Hull-White (1990) incorpora
a revers«o " m@dia, sendo, na verdade, uma extens«o do modelo de Vasicek, onde o termo
de drift passa a ser uma fun-«o do tempo, e assim se ajusta =" estrutura a termo vigente no
mercado. Este modelo, portanto, permite taxas de juros negativas. Para as op-»es de IDI,
o trabalho de Gluckstern, Francisco e Eid Jr. (2002) implementa o modelo de Hull-White
(1990) utilizando a f-rmula adaptada para o IDI de Vieira Neto e Pereira (2000).

O modelo BDT evita as taxas de juros negativas, mas, em contrapartida, n«o possui
uma f-rmula fechada, sendo necess8rio 0 uso de §rvores binomiais ou trinomiais (ver
Hull e White, 1996) para se chegar ao pre-o da op-«0. Para preciycar a op-«o de IDI, o
trabalho de Silva (1997) implementa o modelo BDT.
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Apesar de toda a soystica-«o te-rica dos modelos apresentados anteriormente, 0 mo-
delo que ® mais utilizado no mercado brasileiro de op-»es de IDI ® 0 modelo de Black
(1976), que se destina a op-»es sobre futuros, mas tamb®m @ bastante utilizado para a
avalia-«0 de op-»es sobre t2tulos pr@-yxados. Trata-se de uma varia-«o do modelo de
Black e Scholes (1973), com o ativo objeto sendo um contrato futuro ao inv@s de ativo a
vista.

Para utilizar o modelo de Black em op-»es sobre t?tulos usa-se o pre-o0 a termo do
t?tulo no lugar do pre-o do contrato futuro. Ele n«o possui a chamada revers«o = media,
e a volatilidade do ativo-objeto ® considerada constante. S- que no caso de t2tulos pr@-
yxados, quanto maior o tempo at® o vencimento, maior a volatilidade. Somente no caso
de a vida da op-«0 ser muito curta em rela-«o ~ vida do t?tulo-objeto ® que poderzamos
supor uma volatilidade relativamente constante durante a vida da op-«o, sendo tamb®m
um problema o fato de ele admitir taxas de juros nominais negativas.

Para a op-«o de IDI, o mercado brasileiro costuma utilizar o modelo de Black usando
como ativo objeto o IDI corrigido pela taxa de juros esperada (DI Futuro) at® a data do
vencimento da op-«o, ou seja, cria-se um pre-o a termo do IDI. O problema da volati-
lidade decrescente geralmente ® amenizado por meio da utiliza-«o de uma volatilidade
"media" (ver, por exemplo, o Ap°ndice IV de Ornelas, 2002):

o’ =0’(T-1)"/3 2.5)

onde & ® a volatilidade m@dia de um t2tulo com prazo de vencimento de uma unidade de
tempo.

Ent«o, a f-rmula para uma op-«o de compra sobre IDI na data t seria:
C(()=IDIN(d, )-EP,;N(d,) (2.6)

o> (T~ 1)

2 _ 3
log(IDI, / EP, ) + LalUSUR log(IDI, / EP,,)+
d = 6 e d. =

1 o’ T -1’13 2 o*\(T-1)'/3
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onde: P, @0 pre-o em t de um t?tulo pre-yxado com vencimento em T ; E ® o pre-o de
exerczcio, /DI, ® o valor do IDI em te U ® a volatilidade de um t2tulo pré-yxado de prazo
unitsrio.

Note que a volatilidade usada ® a de um t2tulo pr®-yxado de maturidade unit8ria, ou
seja, de maturidade igual a uma unidade de tempo. Se estamos medindo o tempo em anos,
seria a volatilidade de um t?tulo de um ano. Este modelo ® o mais utilizado no mercado
brasileiro atualmente, apesar das inconsist°ncias te-ricas.

2.2 Modelos com processos de L8vy

Os modelos descritos nos itens anteriores tinham sempre como base o0 processo de
Wiener, que ® um tipo particular de processo de L&vy, gerado por uma distribui-«o Nor-
mal. Mas nem sempre estas distribui-»es s«o as mais adequadas para modelar os ativos
ynanceiros. Rydberg (1997) enumera v8rios fatos estilizados dos dados ynanceiros nos
quais as distribui-»es escolhidas devem espelhar. Dentre eles est«o as chamadas caudas
grossas e a assimetria negativa.

As caudas grossas dizem respeito ao fato de as distribui-»es do mundo real apresen-
tarem, em geral, caudas mais grossas do que a distribui-«o Normal. Isto signiyca que as
probabilidades de ocorrerem retornos exagerados, positivos ou negativos, s«o mais co-
muns no mundo real do que na distribui-«o Normal.

O outro fato ® que as distribui-»es do mundo real, em especial a-»es, possuem uma
assimetria levemente negativa. A explica-«o seria que 0s agentes reagem a informa-»es
negativas com mais vigor do que a informa-»es positivas.

O artigo de Barndorff-Nielsen (1977) foi o primeiro a utilizar a chamada distribui-
-«0 Hiperb-lica (uma subclasse da HG), s- que no campo da F2sica - para representar a
distribui-«o do tamanho de gr«os de areia trazidos pelo vento. Eberlein e Keller (1995)
introduziram as distribui-»es Hiperb-licas em ynan-as para tentar representar os fatos
estilizados que a distribui-«o Normal n«o conseguia.

A distribui-«o Hiperb-lica Generalizada ® deynida pela seguinte densidade:

MG 080, 0) =l B.0) 67 + =) ) "7 K, a0 + Gmp)” ) (27)
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2 2 A2
onde: K_ ®a fun-«o de Bessel modiycada e a(A,x,,0) = (@ -5*)

it k(o (@ - 5))

Os par@metros s«o n¥imeros reais com as seguintes restri-»es (ver Prause, 1999):

0 =0,
0 >0,
0 >0,

Bl<a se A>0
Bl<a seA=0
Bl<a se <0

O parGmetro b determina a assimetria, e 0 parOmetro & caracteriza certas subclasses,
como veremos adiante. J§ os parOmetros U e b juntos d«o o formato da distribui-«o, en-
quanto O ® um par®metro de localiza-«o, e U um parémetro de escala, compar§vel ao
desvio padr«o.

A fun-«o a(.) ® introduzida para que a func«o de probabilidade acumulada da densida-
de deynida em (2.7) tenha valores entre zero e um. Outras parametriza-»es s«o sugeridas
para se conseguir invarincia de escala e localiza-«0. Essas parametriza-»es invariantes
de escala-localiza-«o s«o importantes quando queremos manter a forma da distribui-«o.
A seguir, apresentam-se 3 destas parametriza-»es:

Segunda Parametriza-«o: gza(az _ﬁz),w =B /a
Terceira Parametriza-«o: £=(1+¢) "%, X = &/
Quarta Parametriza-«0: @ = ad; 8 = o
A distribui-«o HG possui diversas subclasses, dentre elas a hiperb-lica e a Normal
Inversa Gaussiana (NIG). Para se ter a NIG, bastar fazer & = - 1/2 e para a hiperb-lica,

» = 1. J§ a Normal ® uma distribui-«o limite da HG, quando li«<— e e li/ UY g

A NIG possui uma propriedade especial: ela ® fechada para convolu-»es. A convolu-
-«0 de distribui-»es NIG tamb®m ® uma NIG:

NIG" (x;a, B,6.1) = NIG(x; @, B,10,tu) (2.8)
(a nota-«o *t signiyca a convolu-«o t vezes da distribui-«o)
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Esta propriedade torna o apre-amento de derivativos mais f8cil, j§ que para o c8lculo
da esperan-a condicionada num mundo neutro ao risco ® necess8rio calcular a convolu-
-«0 da distribui-«o. J8§ HG tem uma convolu-«o, no caso geral, mais complicada:

HG" (6;2,0,,0 ,1t) = ———— HG(x; 4,0, 0, 10) (2.9)

o(ﬁ)

onde A7, ®a fun-«o geradora do momento n .

O processo de L®vy exige que 0s incrementos sejam independentes e estacion§rios.
Processos de L®vy gerados por distribui-»es Normais n«o admitem saltos (descontinui-
dades) nos pre-os. J§ 0s processos de L®vy gerados por distribui-»es HG admitem saltos.
Essa din@mica de saltos ® que, provavelmente, vai permitir que eles se adequem melhor a
dados di8rios, como @ o caso do IDI.

Ao se adequar melhor aos dados de retornos de ativos ynanceiros, as distribui-»es HG
reduzem os problemas de adequa-«0 aos dados reais das f-rmulas de apre-amento de
op-»es baseadas em distribui-»es normais, como a de B&S. O fato do B&S n«o captar
corretamente os retornos extremos, positivos e negativos, ® um dos motivos do chama-
do ““SorrisotE (Smile) de volatilidade, ou seja, as volatilidades implcitas nos pre-os de
mercado das op-»es s«0 maiores nas op-»es com pre-o0s de exerc2cio muito alto ou muito
baixo em rela-«0 ao pre-o a termo na data de vencimento da op-«o. Desta forma, o gr§-
yco da volatilidade impl2cita x pre-o de exerc2cio tem a forma de um sorriso. Eberlein,
Keller e Prause (1998) fazem uma an§lise do “*SorrisotE de volatilidade do modelo B&S
com distribui-«o Normal e com distribui-«o Hiperb-lica para dados de op-»es de a-»es
alem«s e chegam * conclus«o que apesar da Hiperb-lica ter mostrado uma performance
melhor do que 0 B&S em testes estat?sticos, ela n«o resolve todos os problemas de apre-
-amento. Os autores argumentam que o sorriso de volatilidade possui um componente
que ® intr2seco ao mercado: op-»es fora ou dentro do dinheiro perdem a liquidez, tornan-
do-se mais arriscadas e tamb®m mais caras.

J§ o trabalho de Keller (1997) desenvolve uma f-rmula para preciycar op-»es sobre
a-»es an8logas " de B&S, s- que fazendo uso de uma distribui-«o HG ao inv@s de uma
Normal. Mais detalhes podem ser encontrados nas disserta-»es de doutorado de Prause
(1999) e Raible (2000). Para modelos de taxas de juros, o trabalho de Eberlein e Raible
(1999) faz uma generaliza-«o do modelo HIM, usando um processo de L®vy dirigido por
uma distribui-«o Hiperb-lica, ao inv@s de uma Normal, como no HIM original.



776 ECONOMIAAPLICADA, V. 7, N. 4, 2003

Em Raible (2000) ® proposto um modelo um pouco mais geral, com um HIJM genera-
lizado com processo de L®vy dirigido por distribui-«o Hiperb-lica Generalizada, da qual
a Hiperb-lica ® um caso particular, como j§ vimos. Tamb®m em Raible (2000) ® feito um
teste emp?rico de um modelo HIM generalizado, s- que dirigido por uma NIG. O teste,
feito em cima de dados de t?tulos pr®-yxados do governo alem«o de 1985 a 1995 mostrou
que a NIG possui um ajuste aos dados reais muito melhor do que a Normal. O autor suge-
re ent«o que se troque o processo de L®vy dirigido pela Normal por um dirigido por uma
HG, em especial uma NIG.

Para dados brasileiros, o trabalho de Fajardo, Schuschny e Silva (2001) estuda a apli-
cabilidade de modelos com processos de L&vy gerados por uma distribui-«o Hiperb-lica
para dados de a-»es brasileiras (Petrobr§s, Telebr8s e Ibovespa) para o per?odo 1995 a
1998. Eles comparam a qualidade de ajuste da distribui-«o Hiperb-lica com uma distri-
bui-«o0 Normal e uma distribui-«o Pareto-Est8vel, e chegam " conclus«o que a distribui-
-«0 Hiperb-lica gera um ajuste melhor que as outras.

Finalmente, o trabalho de Fajardo e Farias (2002) vai al®m das distribui-»es hiperb- li-
cas, testando a qualidade de ajuste das distribui-»es Hiperb - lica Generalizadas a dados de
a-»es brasileiras de 1994 a 2001. £ feita tamb®m uma compara-«o entre os resultados da
HG com suas subclasses NIG e Hiperb-lica. A conclus«o ® que a qualidade do ajuste aos
dados das subclasses n«o ® substancialmente pior do que a generalizada e, dependendo do
objetivo, pode ser melhor usar as subclasses. A NIG seria adequada para 0 apre-amento
de derivativos, dada a possibilidade de se calcular a sua convolu-«o de maneira expl2cita.
J§ a Hiperb-lica possui a vantagem de ser estimada de maneira extremamente r§pida por
precisar de menos avalia-»es da fun-«o Bessel modiycada.

3 Modelo proposto

O modelo proposto ter§ um enfoque similar = adapta-«o do modelo de Black (1976)
para op-»es de IDI, onde ® usado o0 pre-o0 a termo do IDI como pre-o futuro na f-rmula.
S- que ao inv®s de supor que os retornos dos t2tulos pr@-yxados seguem uma distribui-«o
Normal, consideraremos que eles seguem uma distribui-«o Hiperb-lica Generalizada.

O objetivo deste enfoque ® conseguir uma adequa-«o melhor aos dados brasileiros,
conseguindo um apre-amento de op-»es mais eyciente, sem contudo mudar radicalmente
0 modelo utilizado pelo mercado. Portanto, este modelo tamb®m possui as deyci°ncias
te-ricas do modelo de Black adaptado, como vimos na se-«0 de referencial te-rico.
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Ser§ utilizado neste modelo um regime de tempo cont2nuo. Considere-se um horizonte
de tempo T, e um espa-o de probabilidade (Y, 3, P) , onde ¢ ® o espa-o0 amostral, 3 a
sigma-algebra e P a medida de probabilidade. Considere-se tamb®m 3, um yltro crescente
de 3, com 0 <t <T.Deyniremos A(t,w) como sendo uma conta remunerada pela taxa de
juros de curto prazo, deynida pelo seguinte processo:

dA(t, w) = r(t, w)A(t, w)dt com A(O,w)=1 (3.1)

onde r(t,w) ® a taxa de juros nominal de curto prazo, no caso brasileiro a taxa do CDI e
we Q o0 estado de natureza.

Quanto ao mercado do modelo, ser§ considerado um mercado incompleto. A hip-tese
de mercado completo ® muito forte, e n«o traz facilidades adicionais para a deriva-«o da
f-rmula. Entretanto, para um mercado incompleto existem v8rias medidas martingales
equivalentes, ao contr8rio do mercado completo, onde s- existe uma. Por isso ® necesss-
rio escolher uma destas medidas, como veremos mais adiante.

Neste modelo n«o ser§ usada uma equa-«o diferencial estocS8stica para modelar a taxa
de juros de curto prazo r, mas sim uma express«o direta para a distribui-«o de pre-os dos
t?tulos pr@-yxados, como na equa-«0 a segulir:

[re

P (r)= e VT Log — Hiperb-lica Generalizada (3.2)

Este tipo de modelagem ® parecido com a de Barndorff-Nielsen (1998), que modela
diretamente o pre-o0 de uma a-«o, ao inv®s de usar uma equa-«o diferencial para descre-
ver 0 comportamento de uma a-«0. A equa-«o usada por Barndorff-Nielsen, que ® similar
" solu-«o da equa-«o diferencial de B&S (1973), ® a seguinte:

S, =Sy’ (3.32)
onde S ® 0 pre-0 da a-«0, e X, ® um processo de L®vy gerado por uma distribui-«o NIG.

O retorno do ativo S, portanto, tem uma distribui-«o NIG, ao inv®@s de uma distribui-
-«0 Normal como em B&S. O modelo de B&S parte de uma equa-«o diferencial como
premissa para chegar a esse resultado. J§ Barndorff-Nielsen usa (3.3a) como premissa, ou
seja, assume como premissa o tipo de distribui-«o dos retornos do ativo.
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O motivo de se utilizar este procedimento pode ser melhor entendido no trabalho de
Eberlein, Keller e Prause (1998). Nele, os autores partem de uma equa-«o diferencial es-
toc8stica similar ” do modelo B&S, mas com o processo de Wiener sendo substitu?do por
um processo de L®vy Hiperb-lico:

dS, =uS, dt+0S,_dX, (3.4)
onde S,_ signiyca o limite pela esquerda, e X, aqui ® um processo de L®vy Hiperb-lico.

A solu-«o desta equa-«0 pode ser encontrada pelo Lema de It* ou pela solu-«o de
Dol®ans-Dade:

S

t

=S, + 11 +oAX )e ™™ (3.5)

S<t

onde AX, = X, — X,_ signiyca um pulo no tempo s, caso ele exista.

Ainda segundo Eberlein, Keller e Prause (1998), a equa-«0 (3.5) n«o ® adequada para
modelar o pre-o dos ativos, j§ que admite valores negativos para 0s pre-0s. A solu-«o se-
ria truncar os pulos negativos de X. Mas s«o justamente estes pulos que geram as caudas
mais grossas. Por causa disso, 0s autores prop»em a seguinte equa-«o de difus«o:

ds, =uS, dt+aS, dx, + (e —oAX, -1) (3.6)

cuja solu-«o, pelo Lema de It @:

S, = 8,e " (3.7)

t

Dizemos, neste caso, que 0 pre-0 S segue ent«o um processo de L&vy exponencial.
Note que a equa-«o (3.7) ® similar " equa-«0 proposta por Barndorff-Nielsen em (3.3a) e
tamb®m " solu-«o da equa-«o diferencial do modelo de B&S. O que foi feito, na verdade,
foi for-ar que a solu-«o da equa-«o diferencial tenha um determinado formato. Optou-se,
neste trabalho, pelo enfoque de Barndorff-Nielsen. Ou seja, a distribui-«o dos pre-os dos
t2tulos pr@-yxados ser§ dada pela equa-«o (3.2), como premissa. Vale lembrar que tanto o
modelo HIM original quanto a sua vers«o para processos de L®vy mais gerais (Eberlein
e Raible, 1996) tamb®m n«o usam uma equa-«o diferencial para modelar a taxa de juros.
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4 Deriva-«o da f-rmula

A equa-«0 (3.2) mostra que os retornos dos pre-os dos t2tulos pr@-yxados possuem
uma distribui-«o HG. Por meio de dados reais podemos estimar os par@metros desta dis-
tribui-«o, que chamaremos de X :

X=w(P, /P, )~ HG(Aqa,pB,o,u) (4.1)

O pre-o a termo de A para o prazo T, avaliado em #(r < T'), ser§ expresso por A(t,T).
Ele pode ser escrito da seguinte forma:

A T)= 4@ = @y e O~ Gy e, (4.2)

Como A4(t)® uma constante se estamos no tempo t, o retorno de A(t,T) passa a ser o
retorno dos t?tulos com o sinal trocado. Chamemos de Y uma vari8vel aleat-ria que repre-
senta o retorno do pre-o a termo do 2ndice de IDI, 4(t,T), no per2odo de ta T . Ent«o:

Y ~-X (4.3)

Assim, estimando a equa-«o (4.1) com dados reais conseguirzamos 0s parémetros da
equa-«o (4.3). Uma vez dispondo da distribui-«o no mundo real, precisamos encontrar a
distribui-«o0 num mundo neutro ao risco. Isso ® feito por meio da chamada Transformada
de Esscher (1932). O primeiro trabalho a propor o apre-amento de derivativos usando a
Transformada de Esscher foi o de Gerber e Shiu (1994).

Como no modelo anterior, vamos supor que n«o existem oportunidades de arbitra-
gem, e que, portanto, existe uma medida martingale equivalente O, . A Transformada de
Esscher fornece uma medida martingale equivalente (ver Chan, 1999) para este modelo.
Outras justiycativas para a escolha desta medida martingale espec2yca podem ser encon-
tradas na chamada Teoria da Dualidade (ver Goll e Ruschendorf, 2000). Apesar de neste
caso de processo de L@vy exponencial a medida martingale m2nima n«o coincidir com
a medida martingale dada pela Transformada de Esscher, ambas as medidas s«o muito
pr-ximas, segundo Prause (1999).

A transformada de Esscher tem um efeito similar ao Teorema de Girsanov do modelo
anterior. Ela transforma a dinOmica dos pre-os do "mundo real” (Y, 3, 3, Q,) para a din@-
mica dos pre-0s hum mundo neutro ao risco, da seguinte forma:
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o)

Avari8vel v ® o chamado par@metro de Esscher, M ® a fun-«o geradora de momentos e
t =T -1t. 0O parO@metro v pode ser calculado por meio da resolu-«o da seguinte equa-«o,
segundo Keller (1997):

l2r)- I(M(H)l)] (4.5)

Esta equa-«o pode ser resolvida por algoritmos de resolu-«o num@rica de equa-»es,
como o reyned bracketing method (ver Prause, 1999) ou por meio do m@todo downhill
simplex (ver Fajardo e Farias, 2002).

dQ, = (4.4)

Dada a distribui-«o de X no mundo real (equa-«o 4.1), a distribui-«o de X num mundo
neutro ao risco O, seria ent«o (ver Prause, 1999 ou Keller, 1997):

X*HG (s A, By O, u) = ———~ HG(x; A, cx, B, 0, 1) (4.6)

M()

O pay-off de uma op-«o de IDI ser§ o seguinte:

C(T)= max{0, AT )-E} (4.7)

onde T ® a data de vencimento da op-«o, E o pre-o de exerccio, e C 0 pre-0 da op-«0.

Da solu-«o de Feyman-Kac, temos:

c(0)- EQ{c<r)e‘W‘”‘ st} “8)

Substituindo (4.7) em (4.8), e usando (4.2) temos:

)
(4.9)

= EQ{max{O,A(t)e"X +P, —E}eij’r(s)ds é;}

()= £ {maX{O, A(T)- Ee O
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Fazendo a suposi-«o de que o valor esperado dos retornos das taxas de juros de curto
prazo r est§ embutido no pre-o de mercado de um t?tulo pr@-yxado de mesmo prazo te-
mos:

EQ |:eJ.;'(s)ds
Usando (4.10) em (4.9), temos:

E°[max{o, 4@)e™ - EP}E, ] (4.11)

Ei =B (4.10)

Usando (4.6) em (4.11) e resolvendo a esperan-a em Q:
C(r)= J max{O A@)e™ = EPyHG™ (x; A,a, B, O,u)dx =

/ (4.12)
1nEP/ A(t
-J “(A(r)e‘x — ERJHG" (v 1.z, B, 0,10)d

E usando (4.5) e deynindo h = In EP/A(t)) para simpliycar a nota-«o, obtemos:

C(r)= j A@)e "HG*”(x Aat, B, 0, )dx — j EP_,HG™ (x; 1, a, B, 0, w)dx =

(4.13)
A(t)j HG*’(x A, a, B,0,u)dx — EP j HG™ (x; 4, B, 0, 1)dx

5 Implementa-«o pr8tica do modelo

5.1 Estima-«0 dos parO@metros

Para testar empiricamente este modelo estimaremos os parOmetros da HG usando 0s
dados dos retornos logar2tmicos dos Swaps Pr®-DI com prazos de 180 e 360 dias, que
s«0 0s mais I2quidos da BM&F. O per2odo de dados ser§ de 10 de janeiro de 1995 at® 22
de mar-o de 2002, com 1.784 observa-»es. Estimaremos tamb®m os par@metros da dis-
tribui-«0 Normal para, na pr-xima se-«o, podermos veriycar qual distribui-«o se adequa
melhor aos dados dos Swaps, por meio do c8lculo das distoncias de Kolmogorov, Ander-
son-Darling e Kuiper.
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Para estimar os parOmetros da distribui-«0 HG usaremos os programas escritos em
MatLab desenvolvidos por Fajardo e Farias (2002). Nele os par@metros da HG s«o esti-
mados usando-se m8xima logverossimilhan-a com os parOmetros sujeitos ~'s restri-»es
indicadas no item 2.2. O algoritmo utilizado ® uma adapta-«o do 66Downhill Simplexd da
biblioteca do MatLab. Mais detalhes encontram-se em Fajardo e Farias (2002).

Nas Tabelas 1 e 2 s«o apresentados os parOmetros estimados da HG para valores de
I entre -3 a +3, com varia-»es de 0,5. Este intervalo foi escolhido tendo como base o
trabalho de Prause (1999), e os valores variam de 0,5 em 0,5 por quest»es num@ricas. J§ a
fun-«o Bessel possui propriedades que tornam sua avalia-«o mais r§pida para tais valores
de 1. Na ¥“Itima linha de cada tabela encontra-se o valor -timo de I com seus parOmetros
estimados. N«o ® poss2vel fazer um teste estat?stico ou calcular o n2vel de signiycéncia da
estima-«o dos par@metros em virtude de n«o existirem estat?sticas tabuladas para a HG.

Tabela 1
ParOmetros Estimados para a HG - Swap de 360 dias

Lambda Alfa Beta Delta Mi

-3,00 1414 -2,98E-03 1,02E-02 2,71E-04

2,50 1,414 744E-04 8 72E-03 2 71E-04
-2,00 1414  -1,44E-03 7,14E-03 2,68E-04
-1,50 1414 -1,62E-03 545E-03 2,59E-04
-1,00 1414 -3,62E-03 3,64E-03 2,43E-04

-0,50 20,034 -6,22E-04 1,88E-03 1,98E-04
0,00 68,091 8,04E-04 6,30E-04 8,04E-05
0,50 151,369 3,11E-02  6,61E-09 6,95E-11
1,00 232,210 4,99E-03  9,29E-06 9,29E-06
1,50 284,560 6,12E-03 1,33E-04 1,33E-04
2,00 323,907 -1,91E-03  1,83E-04 1,83E-04
2,50 356,202 -6,07E-04 2,03E-04 2,03E-04
3,00 384,069 2,86E-03 2,11E-04 2,11E-04

-0,10 56,278 9,63E-03 8,46E-04 1,13E-04




Barbachan, J. S. F,; Ornelas, J. R. H.: Apre-amento de op-»es de IDI

783

Tabela 2
ParOmetros Estimados para a HG - Swap de 180 dias

Lambda Alfa Beta Delta Mi

3,00 1,414 3,78E-04 541E-03 1,60E-04
-2,50 1,414 6,32E -03  4,62E-03  1,60E -04
-2,00 1,414 3,33E-03 3,80E-03 1,52E -04
-1,50 1,414 2,33E-03 2,92E-03 1,56E -04
-1,00 1,414 2,64E-03 1,98E-03 1,46E -04
-0,50 45,857 522E -04 1,08E-03 1,27E -04
000 145995 2,46E-03 4,70E-04 8,65E-05
050 275938 144E-02 3,62E-09 1,19E-11
1,00 437,805 2,56E-02 9,74E-06  9,74E -06
150 539,659 1,86E-03 8,76E-05 8,76E -05
200 616,226 1,77E-03 1,11E-04 1,11E-04
250 679,042 1,75E-03 9,02E-05 9,02E -05
300 732,926 2,63E-03 123E-04 1,23E-04
050 275938 144E-02 3,62E-09 1,19E-11

5.2 Compara-«0 das distOncias e testes

Nesta se-«o ser§ veriycada qual distribui-«o se adequa melhor aos dados dos Swaps.
Isto ser§ feito por meio do c8lculo das distoncias de Kolmogorov, Anderson-Darling e
Kuiper. Tamb®m faremos o teste de Kolmogorov-Smirnov e Kuiper, ambos com a hip - te-
se nula de que a distribui-«o te-rica ® igual ~* emp?rica.

A distbncia de Kolmogorov @ deynida como sendo a maior disténcia em m-dulo entre
a distribui-«o emp?rica e a distribui-«o te-rica estimada para todos os valores poss?veis:

DKol = I?E%RX|fEmp (x) - fTeo (x)|

onde f,,  ®a fun-«o de distribui-«o acumulada emp*icae f,, @ a fun-«o de distribui-
-«0 acumulada te-rica estimada.

J§ a distbncia de Kuiper ® semelhante ~ de Kolmogorov, mas se preocupa com 0 sen-
tido do desvio, somando a maior distOncia para cima com o m-dulo da maior distOncia

para baixo:
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Dy, =max{f,,, ()= £, @)+rmax{f, (0= 1, 6} (52)

A terceira distOncia calculada ® a de Anderson-Darling, que ® a distOncia de Kolmogo-
rov com uma pondera-«o, com o intuito de dar maior importoncia = distOncia nas caudas
da distribui-«o. A f-rmula @:

oy () = fr, ()
W = Mmax
el \/ Steo (x)(l = 1o (x ))

Para o c8lculo das distOncias, novamente foram utilizados os programas de Fajardo
e Farias (2002). Os resultados est«o nas Tabelas 3 e 4 para 0os Swaps de 360 e 180 dias,
respectivamente:

D (5.3)

Tabela 3
Testes e Estat?sticas HG e Normal - Swap de 360 dias
Lambda Kolmogorov Anderson -Darling Kuiper
Estatistica  Valor-p Estatistica Estatistica Valor-p

Normal 1,90E -01 1,16E-56 4,39E+09 0,364387  1,20E -204
-3,00 9,48E-02 2,06E -14 1,59E+00 0,186107  4,43E -52
2,50 8,61E 02 550E-12 9,38E-01 0,168098  3,25E-42
-2,00 747E-02 3,97E-09 5,40E -01 0,144797  5,73E -31
-1,50 588E-02 8,37E-06 3,53E -01 0,113221 1,80E -18
-1,00 3,56E-02 2,14E -02 1,70E -01 0,069078  2,38E -06
-0,50 3,00E-02 7,91E-02 7,09E -01 0,0464632  1,24E -02
0,00 9,79 -02 2,37E-15 1,52E+00 0,10435  1,57E-15
0,50 1,23E-01 5,86E-24 2,19E+00 0,135437  6,21E-27
1,00 1,04E-01 2,89E-17 4,43E+01 0,156941  1,29E-36
1,50 1,13E-01  1,74E-20 2,56E+02 0,206657  1,39E -64
2,00 1,22E -01  2,00E -23 8,42E+02 0,23103  3,91E -81
2,50 1,28E -01 5,61E-26 2,06E+03 0,246766  8,26E-93
3,00 1,33E-01 3,87E-28 4,24E+03 0,258166  9,41E -102

-0,10 6,99E -02 4,85E -08 6,33E -01 0,0754185  1,06E -07
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Tabela 4
Testes e Estat?sticas HG e Normal - Swap de 180 dias

Lambda Kolmogorov Anderson-Darling Kuiper
Estatistica  Valor-p Estatistica Estatistica Valor-p

Normal 1,93E-01 1,50E-58 2,70E+08 0,351564  2,37E-190
3,00 8,97E-02 5,81E-13 1,02203 0,167467  6,90E-42
2,50 8,16E-02 8,52E -11 0,651505 0,15626  2,75E-36
-2,00 7,29E-02 1,08E -08 0,470589 0,142767  4,54E -30
-1,50 6,76E -02 1,50E -07 0,313072 0,127484  1,01E-23
1,00 6,84E-02 1,03E-07 0,150464 0,113049  2,07E-18
0,50 8,73E-02 2,66E-12 0,176577 0,119714  8,81E-21
0,00 1,22E -01  1,16E -23 0,266952 0,165825  4,83E -41
0,50 1,29-01 3,33E-26 1,0293 0,208412  1,03E-65
1,00 1,08E-01 1,93E-18 20,0982 0,185879  5,99E -52
1,50 1,14E-01 1,51E-20 106,14 0,193158  3,20E -56
2,00 1,21E-01  3,19E -23 325,963 0,204054  6,30E -63
2,50 1,30E -01 6,16E -27 749,227 0,212868  1,26E-68
3,00 1,32E -01 1,20E -27 1472,05 0,220788  594E -74
0,50 1,29E-01 3,33E-26 1,0293 0,208412  1,03E -65

Como pode ser visto nas tabelas anteriores, os dados dos Swaps indicam uma ade-
rencia da HG muito melhor do que a Normal em todas as tr°s distOncias calculadas. Das
subclasses da HG, a NIG foi a que apresentou melhores resultados, sendo estes inclusive
melhores do que o caso geral da HG nas disténcias de Kolmogorov e Kuiper. Pode pa-
recer incoerente que uma imposi-«0 param®trica produza resultados melhores do que o
caso irrestrito. Isto pode ser explicado pelo fato de 0 m@todo de estima-«o usado (m8xima
verossimilhan-a) n«o levar em considera-«o tais distoncias. O caso irrestrito s- deveria
ser necessariamente melhor do que 0s casos com restri-«o caso 0 m@todo de estima-«0
dos par@metros fosse um que minimizasse determinada distOncia.

Nos testes de hip-tese, a hip-tese nula de que a distribui-«o te-rica ® igual ~ distribui-
-«0 emp?rica foi rejeitada em todos os casos para a Normal. Para o prazo de 180 dias a
hip-tese nula tamb®m foi rejeitada para todas as HGs. Para o Swap de 360 dias, temos as
Yinicas n«o-rejei-»es com n2veis de conyan-a aceit8veis, para os casosde I =-1e 1 =-0,5
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(NIG). Portanto, de maneira geral, os dados dos prazos mais longos se adequaram melhor
" HG.

Esta conclus«o est§ em conson@ncia com o trabalho de Raible (2000) e s- trabalha
com t?tulos mais longos. Nele ® feito uma compara-«o entre a Normal e a NIG para dados
de t2tulos pr®-yxados do governo alem«o com prazos de 1 a 10 anos. A NIG apresentou
uma distOncia de Kolmogorov menor do que a Normal em todos os prazos considerados.
No teste qui-quadrado, a hip-tese nula de Normalidade foi rejeitada. Tamb®m no qui-qua-
drado, a hip-tese nula de que a distribui-«o emp?rica ® uma NIG n«o pode ser rejeitada a
um n2vel de conyan-a de 98%, para todos 0s prazos, exceto para as maturidades de 5 e 6
anos.

Apesar dos prazos do trabalho de Raible serem bem maiores que os utilizados neste
trabalho, o fato ® que a Normal ® superada pela distribui-«o HG e suas subclasses. Entre-
tanto, nem sempre podemos n«o rejeitar a hip-tese nula de que a distribui-«o emp?rica ®
igual " HG. H8 evid®ncias que, para maturidades maiores, a HG parece ter uma qualidade
de adequa-«0 aos dados reais melhor.

5.3 Anglise gr8yca

Para uma melhor visualiza-«o da ader°ncia das distribui-»es te-ricas = distribui-«o
emp2rica podemos plotar o gr8yco da densidade (em escala logarétmica) em fun-«o do re-
torno. Nos Gr8ycos 1 e 2 temos a visualiza-«o dos dados do Swap de 360 e 180 dias, res-
pectivamente. Em cada gr8yco plotamos as distribui-»es Normal, NIG, HG e emp?rica.

Uma simples inspe-«o visual j§ ® suyciente para se notar que a ader°ncia da HG e
NIG aos dados reais ® bem melhor do que a Normal. No entanto, a diferen-a de ader°ncia
entre a NIG e HG n«o pode ser notada visualmente. De maneira geral, as caudas das dis-
tribui-»es t®oricas s«o mais achatadas do que a distribui-«o emp?rica.



